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ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

 

РАЗДЕЛ 1. ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

 

1.1. ТРАНСПОРТ 

 

НОВОЕ О СТЕПЕНИ СЖАТИЯ В ПОРШНЕВЫХ 

ДВИГАТЕЛЯХ С ПОДВОДОМ ТЕПЛОТЫ ПРИ 

ПОСТОЯННОМ ОБЪЁМЕ  

Кодиров Нодир  

независимый исследователь,  

Узбекистан 

 

NEW ABOUT THE COMPRESSION RATIO IN PISTON 

ENGINES WITH HEAT INPUT AT A CONSTANT VOLUME  

Nodir Kodirov  

Independent research,  

Uzbekistan 

 

Аннотация. Вниманию научного сообщества предлагается переос-

мысленное понимание степени сжатия поршневых двигателей с подводом 

теплоты при постоянном объёме. 

Abstract. The attention of the scientific community is offered a 

rethought understanding of the compression ratio of piston engines with 

heat input at a constant volume.  

 

Ключевые слова: поршневой двигатель; подвод теплоты при 

постоянном объёме; степень сжатия. 
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Keywords: piston engine; heat input at a constant volume; compression 

ratio. 

 

Из технической термодинамики известно, что термический КПД 

идеального цикла Отто, состоящего из двух адиабат и двух изохор, 

равен [1, с. 21]:  

 

𝜂𝑡 = 1 −
1

𝜀(𝑘−1)                                           (1) 

 

где ε-степень сжатия, 

 

𝜀 =
𝑉𝑎

𝑉ℎ𝑐
,  

 

где Va- полный объём цилиндра, 

 

𝑉𝑎 = 𝑉ℎ + 𝑉ℎ𝑐,  

 

где Vh- рабочий объём цилиндра,  

 

𝑉ℎ =
𝜋⋅𝐷2⋅𝑆

4
 ,  

 

где D-диаметр цилиндра, S-ход поршня, Vhc- объём камеры сгорания,  

 

𝑉ℎ =
𝜋⋅𝐷2⋅ℎ𝑐

4
,  

 

где hc-высота камеры сгорания [3, с. 62], k-показатель адиабаты.  

«Обратимый адиабатный процесс можно осуществить в цилиндре 

с абсолютно нетеплопроводными стенками при бесконечном медленном 

перемещении поршня» [2, с. 85]. В идеальном цикле Отто расширение 

и сжатие рабочего тела совершаются по адиабате, в такте расширение, 

по определению, давление и температура рабочего тела снижаются, а в 

такте сжатие, напротив, давление и температура рабочего тела повы-

шаются [2, с. 238]. В обоих этих тактах имеет место быть такое 

положение поршня, при котором текущее давление в цилиндре равно 

среднему давлению в такте, причем такой анализ выявил интересную 

неожиданность. В профильной научной литературе определение среднего 

давления в такте не рассматривается, однако его можно вывести на 

основании следующих уравнений:  
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𝐿ц = 𝐿𝑒 − 𝐿𝑐 и 𝑝𝑖 =
𝐿ц

𝑉𝑎−𝑉ℎ𝑐
 [2, с. 240],  

 

где Lц- полезная работа цикла, Le-работа изменения объема в такте 

расширение, Lc- работа изменения объёма в такте сжатие, pi- среднее 

индикаторное давление. Преобразуем уравнение среднего индикаторного 

давления с учетом того, что 𝑉𝑎 = 𝑉ℎ + 𝑉ℎ𝑐, откуда следует, что  

𝑉ℎ = 𝑉𝑎 − 𝑉ℎ𝑐:  

 

𝑝𝑖 =
𝐿ц

𝑉𝑎−𝑉ℎ𝑐
=

𝐿𝑒−𝐿𝑐

𝑉ℎ
=

𝐿𝑒

𝑉ℎ
−

𝐿𝑐

𝑉ℎ
,  

 

где выражение 
𝐿𝑒

𝑉ℎ
 есть среднее давление в такте расширение реср, т. е. 

реср =
𝐿𝑒

𝑉ℎ
, а выражение 

𝐿с

𝑉ℎ
 есть среднее давление в такте сжатие рср, 

т.е. рср =
𝐿с

𝑉ℎ
. 

Такт расширение. Поршень движется от ВМТ к НМТ, давление 

снижается по закону: 

 

𝑝𝑏 =
𝑝𝑧

𝜀𝑘 =
𝛬⋅𝑝𝑐

𝜀𝑘  [2, с. 239],  

 

где pz- давление в начале такта, pb-давление в конце такта, ε-степень 

сжатия, k- показатель адиабаты, Λ- степень повышения давления,  

𝛬 =
𝑝𝑧

𝑝𝑐
 [2, с. 236], pc- давление в конце такта сжатие.  

При достижении поршнем некоторого положения, текущее давление 

в цилиндре становится равным среднему давлению в такте:  

 

𝑝𝑏𝑐𝑝 = 𝑝е𝑐𝑝 

 

𝑝𝑏𝑐𝑝 =
𝑝𝑧

𝜀𝑘𝑒𝑐𝑝
=

𝛬⋅𝑝𝑐

𝜀𝑘𝑒𝑐𝑝
 ,  

 

где εeср-степень сжатия при этом положении поршня.  

Как показано выше, среднее давление в такте реср:  

 

𝑝е𝑐𝑝 =
𝐿𝑒

𝑉ℎ
  

 

Работа изменения объема:  

 

𝐿𝑒 =
1

𝑘−1
⋅ (𝑝𝑧 ⋅ 𝑉ℎ𝑐 − 𝑝𝑏 ⋅ 𝑉𝑎) [2, с. 86],  
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т. к. 𝑝𝑧 = 𝛬 ⋅ 𝑝𝑐, то:  

 

𝐿𝑒 =
1

𝑘−1
⋅ (𝑝𝑧 ⋅ 𝑉ℎ𝑐 − 𝑝𝑏 ⋅ 𝑉𝑎) =

𝛬⋅𝑝𝑐⋅𝑉ℎ𝑐

(𝑘−1)
⋅ (1 −

𝑝𝑏⋅𝑉𝑎

𝑝𝑧⋅𝑉ℎ𝑐
),  

 

а т. к. 
𝑝𝑏

𝑝𝑧
= (

𝑉ℎ𝑐

𝑉𝑎
)

𝑘

=
1

𝜀𝑘 [2, с. 86], 

и 
𝑉𝑎

𝑉ℎ𝑐
= 𝜀, то: 

 

𝐿𝑒 =
𝛬 ⋅ 𝑝𝑐 ⋅ 𝑉ℎ𝑐

(𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)) 

 

Среднее давление в такте реср:  

 

𝑝е𝑐𝑝 =
𝐿𝑒

𝑉ℎ
=

𝛬⋅𝑝𝑐⋅𝑉ℎ𝑐
(𝑘−1)

⋅(1−𝜀(1−𝑘))

𝑉ℎ
,  

 

так как 
𝑉ℎ

𝑉ℎ𝑐
=

𝑉𝑎−𝑉ℎ𝑐

𝑉ℎ𝑐
=

𝑉𝑎

𝑉ℎ𝑐
−

𝑉ℎ𝑐

𝑉ℎ𝑐
= 𝜀 − 1, то: 

 

𝑝е𝑐𝑝 =
𝛬 ⋅ 𝑝𝑐

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)) 

 

Приравниваем: 

 

𝑝𝑏𝑐𝑝 = 𝑝е𝑐𝑝 

 

откуда:  
𝛬⋅𝑝𝑐

𝜀𝑘𝑒𝑐𝑝
=

𝛬⋅𝑝𝑐

(𝜀−1)⋅(𝑘−1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)), 

 

и:  

𝜀𝑘𝑒𝑐𝑝 =
(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)

(1 − 𝜀(1−𝑘))
 

 

окончательно:  

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 = √
(𝜀−1)⋅(𝑘−1)

(1−𝜀(1−𝑘))

𝑘
                                         (2) 

 

Такт сжатие. Поршень движется от НМТ к ВМТ, давление 

повышается по закону: 
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𝑝с = 𝑝𝑎 ⋅ 𝜀𝑘 [2, с. 238], где pa- давление в начале такта, pc-давление 

в конце такта, ε-степень сжатия, k- показатель адиабаты.  

При достижении поршнем некоторого положения, текущее 

давление в цилиндре становится равным среднему давлению в такте:  

 

𝑝с𝑐𝑝 = 𝑝𝑐𝑝 

 

𝑝с𝑐𝑝 = 𝑝𝑎 ⋅ 𝜀𝑘𝑐𝑐𝑝, где εcср-степень сжатия на этом угле ПКВ.  

Среднее давление во всем такте рcр:  

 

𝑝𝑐𝑝 =
𝐿𝑐

𝑉ℎ
  

 

Работа изменения объема:  

 

𝐿𝑐 =
1

𝑘−1
⋅ (𝑝𝑐 ⋅ 𝑉ℎ𝑐 − 𝑝𝑎 ⋅ 𝑉𝑎) [2, с. 86], 

 

𝐿𝑐 =
1

𝑘−1
⋅ (𝑝𝑐 ⋅ 𝑉ℎ𝑐 − 𝑝𝑎 ⋅ 𝑉𝑎) =

𝑝𝑐⋅𝑉ℎ𝑐

(𝑘−1)
⋅ (1 −

𝑝𝑎⋅𝑉𝑎

𝑝𝑐⋅𝑉ℎ𝑐
),  

 

а т. к. 
𝑝𝑎

𝑝𝑐
= (

𝑉ℎ𝑐

𝑉𝑎
)

𝑘

=
1

𝜀𝑘 [2, с. 86] 

и 
𝑉𝑎

𝑉ℎ𝑐
= 𝜀, то: 

 

𝐿𝑐 =
𝑝𝑐 ⋅ 𝑉ℎ𝑐

(𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)) 

 

Среднее давление в такте рсср:  

 

𝑝𝑐𝑐𝑝 =
𝐿𝑐

𝑉ℎ
=

𝑝𝑐⋅𝑉ℎ𝑐
(𝑘−1)

⋅(1−𝜀(1−𝑘))

𝑉ℎ
,  

 

так как 
𝑉ℎ

𝑉ℎ𝑐
= 𝜀 − 1, то: 

 

𝑝𝑐𝑐𝑝 =
𝑝𝑐

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)) 

 

Приравниваем: 

𝑝с𝑐𝑝 = 𝑝𝑐𝑝 
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𝑝𝑎 ⋅ 𝜀𝑘𝑐𝑐𝑝 =
𝑝𝑐

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)) 

 

откуда: 

𝜀𝑘𝑐𝑐𝑝 =
𝑝𝑐

𝑝𝑎 ⋅ (𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)) 

 

Так как:  

 

𝑝𝑐

𝑝𝑎
= (

𝑉𝑎

𝑉ℎ𝑐
)

𝑘

= 𝜀𝑘 [2, с. 86],  

 

То:  

𝜀𝑘𝑐𝑐𝑝 =
𝜀𝑘

(𝜀−1)⋅(𝑘−1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘)),  

 

𝜀𝑐𝑐𝑝 = √
𝜀𝑘

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘))

𝑘

= 𝜀 ⋅ √
1

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)
⋅ (1 − 𝜀(1−𝑘))

𝑘

 

 

𝜀𝑐𝑐𝑝 = 𝜀 ⋅ √
(1−𝜀(1−𝑘))

(𝜀−1)⋅(𝑘−1)

𝑘
                                        (3) 

 

Произведение степеней сжатия εеср и εcср: 

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 = √
(𝜀−1)⋅(𝑘−1)

(1−𝜀(1−𝑘))

𝑘
 и 𝜀𝑐𝑐𝑝 = 𝜀 ⋅ √

(1−𝜀(1−𝑘))

(𝜀−1)⋅(𝑘−1)

𝑘
 

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 ⋅ 𝜀𝑐𝑐𝑝 = √
(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)

(1 − 𝜀(1−𝑘))

𝑘

⋅ 𝜀 ⋅ √
(1 − 𝜀(1−𝑘))

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑘 − 1)

𝑘

= 𝜀 

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 ⋅ 𝜀𝑐𝑐𝑝 = 𝜀                                                (4)  

 

Если посмотреть на примере [1, с. 167], то степень сжатия εеср 

при заявленной степени сжатия ε=8 [1, с. 168] и среднем показателе 

политропы расширения n2=1,23 [1, с. 170] по уравнению (2): 
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𝜀𝑒𝑐𝑝 = √
(𝜀 − 1) ⋅ (𝑛2 − 1)

(1 − 𝜀(1−𝑛2))

𝑛2

= √
(8 − 1) ⋅ (1,23 − 1)

(1 − 8(1−1,23))

1,28

= 3,233 

 

а степень сжатия εсср при среднем показателе политропы сжатия 

n1=1,37 [1, с. 169] по уравнению (3): 

 

𝜀𝑐𝑐𝑝 = 𝜀 ⋅ √
(1 − 𝜀(1−𝑛1))

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑛1 − 1)

𝑛1

= 8 ⋅ √
(1 − 8(1−1,37))

(8 − 1) ⋅ (1,37 − 1)

1,34

= 2,536 

 

Тогда произведение степеней сжатия εеср и εсср вместо равенства 

заявленной степени сжатия ε=8 в примере [1, с. 168] по уравнению (4) 

составит:  

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 ⋅ 𝜀𝑐𝑐𝑝 = 3,233 ⋅ 2,536 = 8,2 

 

В том же самом можно убедиться на примере [3, с. 171], где 

степень сжатия εеср при заявленной степени сжатия ε=8 [3, с. 170] и 

среднем показателе политропы расширения n2=1,28 по уравнению (2): 

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 = √
(𝜀 − 1) ⋅ (𝑛2 − 1)

(1 − 𝜀(1−𝑛2))

𝑛2

= √
(8 − 1) ⋅ (1,28 − 1)

(1 − 𝜀(1−1,28))

1,28

= 3,205 

 

а степень сжатия εсср при среднем показателе политропы сжатия 

n1=1,34 по уравнению (3): 

 

𝜀𝑐𝑐𝑝 = 𝜀 ⋅ √
(1 − 𝜀(1−𝑛1))

(𝜀 − 1) ⋅ (𝑛1 − 1)

𝑛1

= 8 ⋅ √
(1 − 8(1−1,34))

(8 − 1) ⋅ (1,34 − 1)

1,34

= 2,523 

 

Тогда произведение степеней сжатия εеср и εсср вместо равенства 

заявленной степени сжатия ε=8 в примере [3, с.170] по уравнению (4) 

составит:  

 

𝜀𝑒𝑐𝑝 ⋅ 𝜀𝑐𝑐𝑝 = 3,205 ⋅ 2,523 = 8,085 

 

Объясняется это тем, что уравнение (4) справедливо только при 

n2=n1, что в не соответствует действительности, так как в реальных 

двигателях всегда n2<n1. Вероятно, будет небесполезно, если научное 
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сообщество обратит внимание на раскрытую в данной статье особенность 

степени сжатия в поршневых двигателях.  
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Аннотация. Статья посвящена проблемам управления сингулярны-

ми распределенными системами [1]. В таких системах заданному управ-

лению может не соответствовать единственное устойчивое состояние.  

А именно, данному управлению может вообще не соответствовать 
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какое-либо состояние, либо таких состояний будет бесконечно много, 

либо состояние будет одно, но неустойчивое. Поэтому в таких задачах 

применение классической теории оптимального управления [2] оказы-

вается либо очень затруднительным, либо вообще невозможным. 

Abstract. The article is devoted to the problems of control of singular 

distributed systems [1]. In such systems, a given control may not correspond to 

a single stable state. Namely, this control may not correspond to any state at all, 

or there will be infinitely many such states, or there will be one state, but 

unstable. Therefore, in such problems the application of the classical theory of 

optimal control [2] turns out to be either very difficult or even impossible. 

 

Ключевые слова: сингулярные системы; системы с распреде-

ленными параметрами. 

Keywords: singular systems; distributed parameter systems. 

 

1. Введение 

Распределенные системы – это системы, описываемые уравнениями 

с частными производными [4] или интегро-дифференциальными уравне-

ниями [3]. Иными словами, это системы, уравнение состояния которых 

есть уравнение с частными производными с граничными условиями 

или с начальными условиями, необходимыми для отыскания решения. 

Сингулярные распределенные системы [1] или распределенные 

системы с особенностями – это системы, уравнение состояния которых, 

являющееся снова уравнением в частных производных или интегро-

дифференциальным, представляет так называемые особенности, а 

именно: неустойчивость, явление разрыва, кратные решения и явления 

бифуркации. 

Цель данной статьи – дать обзор основных классов задач оптималь-

ного управления сингулярными распределенными системами, возникаю-

щих в физических и инженерных приложениях. 

2. Формулировка задачи оптимального управления сингулярной 

распределенной системой 

Напомним общую схему задач управления распределенными 

системами, не сингулярными в данный момент. Изначально, как правило, 

задаётся уравнение состояния, записываемое символически в виде 

 

𝐴(𝑦) = 𝐵(𝑣)                                           (2.1) 
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Здесь 𝐴 – оператор с частными производными или интегро-

дифференциальный оператор, линейный или нелинейный, стационарный 

или нестационарный. К уравнению (2.1) необходимо добавить граничные 

условия, а если 𝐴 – нестационарный оператор, то очевидно следует 

добавить и начальные условия. Эти разнообразные условия, которые 

следует уточнять для каждого из рассматриваемых классов операторов 𝐴, 

зависят от конкретной задачи и уравнения, описывающего поведение 

объекта управления. 

Переменная 𝑣 в уравнении (2.1) есть переменная управления. Нас 

будут интересовать ситуации, когда 𝑣 является распределенной по 

области, в которой протекает физическое явление, моделируемое уравне-

нием (2.1). Стоит отметить, что в теории управления распределенными 

системами обычно принимается весьма общее предположение: 

(П1) Для переменной 𝑣, заданной в некотором множестве 

уравнение (2.1) имеет единственное решение 𝑦(𝑣). 

Переменная 𝑦 в уравнении (2.1) есть переменная состояния. Опреде-

ленное, таким образом, решение 𝑦(𝑣) уравнения (2.1) определяет 

отображение 

 

𝑣 ⟶ 𝑦(𝑣)                                              (2.2)  

 

Определив состояние 𝑦(𝑣), мы можем ввести функционал, 

который каждому 𝑣 из множества управлений ставит в соответствие 

число 𝐽(𝑣), задаваемое равенством 

 

𝐽(𝑣) ≔ 𝜑(𝑦(𝑣)) + 𝜓(𝑣)                                (2.3) 

 

Здесь функционалы 𝜑 и 𝜓 определены соответственно на множестве 

состояний и на множестве управлений и принимают действительные 

значения. В большинстве приложений функционал 𝜓 есть функция 

нормы управления 𝑣. Таким образом, он на самом деле определяет 

банахово [5] пространство 𝑈. Поэтому выбор пространства 𝑈 управлений 

𝑣 определяется функционалом. Как только 𝑈 фиксировано, становится 

известно, где изменяется 𝐵(𝑣) для 𝑣 ∈ 𝑈, что в свою очередь дает 

возможность определить функциональные границы, в которых решается 

уравнение (2.1), и тем самым ввести банахово пространство 𝑌, в 

котором отыскивается решение 𝑦. Предположение (П1) при этом 

уточняется следующим образом: 

(П 1′) для 𝑣 ∈ 𝑈 уравнение (2.1) имеет единственное решение  

 

𝑦(𝑣) ∈ 𝑌.                                                  (2.4) 
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Кроме того, в задачах управления распределенными системами 

обычно вводится еще два предположения: 

(П2) отображение 𝑣 ⟶ 𝑦(𝑣), 𝑣 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑌 дифференциируемо. 

(П3) функционалы 𝑦 ⟶ 𝜑(𝑦) и 𝑣 ⟶ 𝜓(𝑣) – дифференцируемые 

отображения 𝑌 ⟶ 𝑅 и 𝑈 ⟶ 𝑅. 

Задача оптимального управления состоит в нахождении  

 

inf 𝐽(𝑣)                                                 (2.5) 

 

когда 𝑣 пробегает множество 𝑈 или допустимое подмножество 

𝑈𝑎𝑑 ⊂ 𝑈. Множество 𝑈𝑎𝑑 выражает ограничения на 𝑣. Случай, когда 𝑣 

пробегает всё пространство 𝑈, есть так называемый случай без 

ограничений. Будем далее предполагать ситуацию с ограничениями на 

управление 

 

𝑣 ∈ 𝑈𝑎𝑑                                                (2.6) 

 

и на состояние 

 

𝑦(𝑣) ∈ 𝐾                                              (2.7) 

 

здесь 𝐾 - заданное подмножество 𝑌. 

Прежде чем перейти к сингулярным ситуациям, в которых (П1) 

не имеет места, опишем всё ещё на формальном уровне структуру 

необходимых условий для задачи (2.5) при предположениях (П1) - 

(П3) и при допущении существования оптимального управления 𝑢.  

Итак, пусть 𝑢 - оптимальное управление и пусть 𝑦(𝑢) = 𝑦 – 

соответствующее оптимальное состояние. Тогда существует тройка 

{𝑢, 𝑦, 𝑝}, удовлетворяющая системе 

 

{

𝐴(𝑦) = 𝐵(𝑢)

𝐴′(𝑦)∗𝑝 = 𝜑′(𝑦)

(𝐵′(𝑢)∗𝑝 + 𝜓′(𝑢), 𝑣 − 𝑢) ≥ 0 ∀𝑢 ∈ 𝑈𝑎𝑑

                       (2.8) 

 

Будем далее предполагать, что в исходной задаче нет ограничений 

на состояние. В (2.8) 𝐴′(𝑦)∗ (соответственно 𝐵′(𝑢)∗) означает оператор, 

сопряженный с производной оператора 𝐴 (соответственно 𝐵) в точке 𝑦 

(соответственно 𝑢). При этом предполагается, что упомянутые произ-

водные существуют.  

Согласно предположению (П1), сопряженное состояние 𝑝 опреде-

ляется единственным образом вторым уравнением в (2.8). В последнем 
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неравенстве системы (2.8), которое может само по себе представлять 

систему вариационных неравенств [7], предполагается, что 𝑈𝑎𝑑 – 

выпукло. Во втором уравнении системы (2.8) обычно устанавливаются 

граничные условия и, если таковые имеются, начальные условия, кото-

рым удовлетворяет 𝑝. После уточнения всех функциональных прост-

ранств, в которых формулируется задача управления, ее решение 

сведется к применению формул Грина [4]. 

Однако, разнообразные физические и инженерные приложения 

неизбежно приводят к отказу от некоторых предположений, изложенных 

выше. Отметим, что именно в явлениях, в которых появляются свободные 

поверхности, таких как плавка стали и управление плазмой, предпо-

ложение (П2) не выполняется. 

Может также оказаться, что предположение (П3) не имеет места, 

то есть 𝜑 или 𝜓 не дифференцируемы или даже функция 𝜑(𝑦) не 

определена на пространстве, пробегаемом 𝑦(𝑣), когда 𝑣 пробегает 𝑈. 

Такие ситуации очень часто имеют место в задачах точечного 

управления [1]. 

Если функция 𝜑 определена на пространстве 𝑌1, содержащемся 

строго в 𝑌, то необходимо взять 𝑣 ∈ 𝑈1, где 𝑈1 = {𝑣|𝑣 ∈ 𝑈, 𝑦(𝑣) ∈ 𝑌1}. 

Очевидно, что появляются и соответствующие ограничения на состояние. 

В этом случае 𝐾 = 𝑌1 – есть векторное пространство, наделенное 

топологией, более слабой [6], чем топология, индуцируемая прост-

ранством 𝑌. Примеры таких ситуаций изучались в работе [8]. 

В заключение отметим, что различные явления с кратными 

состояниями в химических реакциях, управление гибкими устойчивыми 

структурами, некоторые периодические по времени задачи, возникающие 

при переносе энергии приводят также и к отказу от предположения 

(П1). Таким образом, мы должны иметь возможность рассматривать 

ситуации, в которых уравнение (2.1) либо не имеет решения, либо имеет 

сколь угодно большое количество решений, либо решения (2.1) неустой-

чивы. И во всех этих случаях мы будем неизбежно сталкиваться с 

задачами управления сингулярными распределенными системами.  
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Аннотация. В статье рассмотрена задача оптимального управления 

объектом, описываемым системой дифференциальных уравнений в 

частных производных. Исследован случай так называемой сингулярной 

системы уравнений [3]. В такой системе заданному управлению может 

не соответствовать какое-либо состояние, либо таких состояний может 

быть бесконечно много. Сформулировано необходимое условие опти-

мальности в данной задаче - принцип максимума Понтрягина. 

Abstract. The article deals with the problem of optimal control of an 

object described by a system of partial differential equations. The case of 

the so-called singular system of equations is investigated [3]. In such a 

system, any state may not correspond to a given control, or there may be an 

infinite number of such states. A necessary optimality condition in this 

problem is formulated - the Pontryagin’s maximum principle. 
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1. Введение 

В последнее время задачи управления системами дифференциаль-

ных уравнений в частных производных стали привлекать всё большее 

внимание специалистов [6],[7],[8]. Разработке специальных методов, 

применимых к исследованию задач управления такими системами, 

посвящены многочисленные работы [3],[4],[5]. Следует, однако, отметить, 

что в подавляющем большинстве упомянутых работ рассматривалась 

простейшая постановка задачи. Она характеризуется тем, что множество 

допустимых процессов, то есть процессов, среди которых ищется 

минимум некоторого функционала, описывается только дифференциаль-

ным уравнением и связанными с ним граничными условиями. В данной 

работе исследован более общий и сложный случай, когда в описании 

упомянутого множества присутствуют так называемые фазовые огра-

ничения. Они требуют, чтобы фазовый вектор системы не покидал 

заданного множества. Это дополнительное требование существенно 

осложняет исследование задач оптимального управления. В статье на 

примере задачи оптимального управления эллиптической системой 

показано как используя принцип максимума Понтрягина [11], [12], [13], 

[14] подобные трудности можно преодолевать.  

2. Задача оптимального управления объектом, описываемым 

системой уравнений эллиптического типа. Случай фазовых 

ограничений 

Пусть Ω - открытое и ограниченное подмножество ℝ𝑙 с 

липшицевой границей Γ, K ⊂ ℝ𝑚 - непустое множество и 𝑓: Ω × ℝℎ ×
𝐾 → ℝℎ . Рассмотрим следующую систему уравнений: 

 

{
𝐴𝑦 = 𝑓[𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑢(𝑥)], 𝑢(𝑥) ∈ 𝐾, 𝑥 ∈ Ω

𝑦|Г = 0
                       (2.1) 

 

здесь 𝑦(∙) = (𝑦(𝑘)(∙))𝑘=1
ℎ ∶  Ω → ℝℎ  − состояние, 𝑢(∙) − управление и 

𝐴 − эллиптический дифференциальный оператор второго порядка [1]:  

 

𝐴𝑦(∙) = 𝑝(∙), 
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где 𝑝(𝑥) = |𝑝𝑘(𝑥)|𝑘=1
ℎ , 𝑝𝑘(𝑥) = − ∑

𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝑙
𝑖,𝑗=1 [𝑎𝑖𝑗

(𝑘)(𝑥)
𝜕𝑦𝑘

𝜕𝑥𝑖
]  

∀𝑘 = 1, … , ℎ, 𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

∈ 𝐶0,1(Ω̅) и ∑ 𝑎𝑖𝑗
(𝑘)𝑙

𝑖,𝑗=1 𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ Λ|𝜉|2 ∀𝜉 ∈ ℝ𝑙 , 𝑥 ∈ Ω̅, 

𝑘 = 1, … , ℎ, при некотором Λ > 0. 
Здесь 𝐶0,𝛼(Ω̅), 𝛼 ∈ (0,1] - пространство всех непрерывных в Ω̅ 

функций, удовлетворяющих условию Гёльдера: 𝑠𝑢𝑝
𝑥1,𝑥2∈Ω

|𝑢(𝑥1)−𝑢(𝑥2)|

|𝑥1−𝑥2|𝛼 < ∞. 

Рассматриваем управления 𝑢(∙) ∈ 𝐿∞( Ω → 𝐾). Решения задачи (2.1) 

ищем в классе 𝐻0
1(Ω̅ → ℝℎ). Напомним, что 𝐻0

1(Ω̅ → ℝℎ) – замыкание 

пространства 𝐶0
∞(Ω̅ → ℝℎ) ≔ {𝜑(∙) ∈ 𝐶∞(Ω ⟶ ℝℎ) ∶  𝜑(𝑥) = 0 при 

 𝑥 ∉ 𝑀, где 𝑀 ⊂ 𝑖𝑛𝑡 Ω - некоторое компактное множество} в  

𝐻1(Ω̅ → ℝℎ) ≔ { 𝜑(∙) ∈ 𝐿2(Ω̅ ⟶ ℝℎ):
𝜕𝜑(∙)

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿2(Ω̅ ⟶ ℝℎ), 𝑖 = 1, … , 𝑙}. 

Норма в 𝐻1(Ω̅ → ℝℎ) определена равенством |𝜑(∙)|𝐻1
2 ≔ |𝜑(∙)|2

2 +

∑ | 𝜕𝜑(∙) 𝜕𝑥𝑖⁄ |2
2𝑙

𝑖=1 . Предположим, что заданы функции 𝐿 ∶ Ω × ℝℎ ×
K̅ → ℝ и 𝑔(∙) = |𝑔𝑖(∙)|𝑖=1

𝑞
: Ω̅ × ℝℎ → ℝ𝑞. Рассмотрим задачу 

оптимального управления: 

 

𝐽(𝑦, 𝑢): = ∫ 𝐿[𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑢(𝑥)] 𝑑𝑥
Ω

→ 𝑖𝑛𝑓                     (2.2) 

 

на множестве 𝐷 ≔ {[𝑦(∙), 𝑢(∙)]: 𝑦(∙) ∈ 𝐻0
1(Ω̅ → ℝℎ) ∩

𝐶0,𝛼(Ω̅ → ℝℎ), 𝑢(⋅) ∈ 𝐿∞( Ω → ℝ𝑚), верно (2.1)и 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦(𝑥)) ≤ 0 ∀𝑥 ∈
Ω, 𝑖 = 1, … , 𝑞} 

 

Считаем, что выполнены следующие предположения: 

1. Для почти всех 𝑥 ∈ Ω функция 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑢) непрерывна по (𝑦, 𝑢) 

вместе с производной 𝜕𝐿 𝜕𝑦⁄ . Для всех (𝑦, 𝑢) функция 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑢) 

измерима по 𝑥 и для любого 𝑟 > 0 при некотором 𝛼𝑟(⋅) ∈ 𝐿( Ω → ℝ) 

справедлива оценка |𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑢)| + | 𝜕𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑢) 𝜕𝑦⁄ | ≤ 𝛼𝑟(𝑥) для почти 

всех 𝑥 ∈ Ω и всех 𝑦, 𝑢 ∈ K c |𝑦| ≤ 𝑟, |𝑢| ≤ 𝑟. 

2. Для почти всех 𝑥 ∈ Ω функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) непрерывна по (𝑦, 𝑢) 

вместе с производной 𝜕𝑓 𝜕𝑦⁄ . Для любых (𝑦, 𝑢) функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) 

измерима по 𝑥. Существует такое 𝑠 > 𝑙 (𝑙 − 1)⁄ , что для любого 𝑟 при 

некотором 𝛽𝑟(⋅) ∈ 𝐿𝑠( Ω → ℝ) справедлива оценка |𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢)| +
| 𝜕𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) 𝜕𝑦⁄ | ≤ 𝛽𝑟(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ Ω и любых 𝑦, 𝑢 ∈ K c 

|𝑦| ≤ 𝑟, |𝑢| ≤ 𝑟. 

3. Функции 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) непрерывны по (𝑥, 𝑦) вместе с производной 

𝜕𝑔𝑖 𝜕𝑦⁄  и 𝑔𝑖(𝑥, 0) < 0 ∀𝑥 ∈ Γ, 𝑖 = 1, … , 𝑞. 

Обозначим через 𝑀(Ω) пространство всех вещественных 

регулярных борелевских зарядов в Ω. Его можно отождествить с 
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двойственным к 𝐶0(Ω) пространством [2], где 𝐶0(Ω) = {𝜑(∙) ∈ 𝐶(Ω) ∶

 𝜑(𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ Γ}. Символом 𝑊0
1,𝜎(Ω → ℝℎ), 𝜎 ∈ [1, ∞), обозначим 

замыкание пространства 𝐶0
∞(Ω → ℝℎ) в 𝑊1,𝜎(Ω → ℝℎ) ≔ { 𝜑(∙) ∈

𝐿2(Ω ⟶ ℝℎ):
𝜕𝜑(∙)

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿𝜎(Ω ⟶ ℝℎ), 𝑖 = 1, … , 𝑙}. В 𝑊0

1,𝜎(Ω → ℝℎ) 

рассматривается норма |𝜑(∙)| ≔ (|𝜑(∙)|2
2 + ∑ | 𝜕𝜑(∙) 𝜕𝑥𝑖⁄ |𝜎

𝜎𝑙
𝑖=1 )

1
𝜎⁄ . 

Теорема 2.1 

Пусть выполнены предположения 1-3 и (𝑦0, 𝑢0) – оптимальный 

процесс в задаче (2.2). Тогда существует функция 𝜓(∙) ∈ 𝑊0
1,𝜎(Ω →

ℝℎ), где 𝜎 < 𝑙 (𝑙 − 1)⁄ , заряды 𝜇𝑖(𝑑𝑥) ∈ 𝑀(Ω), 𝑖 = 1, … , 𝑞 и число 𝜆0 ∈
ℝ такие, что 

 

𝐴∗𝜓(𝑥) − ∇𝑦H[x, 𝑦0(𝑥), 𝑢0(𝑥)] + ∑ 𝜇𝑖(𝑑𝑥)∇𝑦𝑔𝑖[x, 𝑦0(𝑥)] = 0, 𝑥 ∈ Ω
𝑞
𝑖=1  

(2.3) 

 

H[x, 𝑦0(𝑥), 𝑢0(𝑥)] = max
𝑣∈𝐾

H[x, 𝑦0(𝑥), v] для почти всех 𝑥 ∈ Ω.     (2.4) 

 

𝜆0 ≥ 0, 𝜇𝑖(𝑑𝑥) ≥ 0, 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜇𝑖(𝑑𝑥) ⊂ {𝑥: 𝑔𝑖[x, 𝑦0(𝑥)] = 0} ∀𝑖 = 1, … , 𝑞. 

(2.5) 

 

𝜆0 + ∫ |
Ω

 𝜓(𝑥)| 𝑑𝑥 + ∑ 𝜇𝑖(Ω)𝑞
𝑖=1 > 0                     (2.6) 

 

Здесь H[x, y, 𝑢] = 𝜓∗(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) − 𝜆0𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑢) – функция 

Гамильтона и 𝐴∗𝜓(𝑥) = 𝑝(𝑥), где 𝑝(𝑥) = |𝑝𝑘(𝑥)|𝑘=1
ℎ , 

 

𝑝𝑘(𝑥) = − ∑
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝑙
𝑖,𝑗=1 [𝑎𝑖𝑗

(𝑘)(𝑥)
𝜕𝜓𝑘

𝜕𝑥𝑗
]  ∀𝑘 = 1, … , ℎ. 

 

В равенстве (2.3) все слагаемые трактуются как обобщенные 

функции [9],[10]. Оно представляет собой уравнение эллиптического типа 

второго порядка относительно 𝜓(∙). Включение 𝜓(𝑥) ∈ 𝑊0
1,𝜎(Ω → ℝℎ) 

подразумевает выполнение однородного граничного условия Дирихле 

𝜓|Г = 0. Уравнение вида (2.3) с мерами 𝜇𝑖(𝑑𝑥) было изучено в [2].  

В силу (2.1) 𝑦0|Г = 0, откуда согласно предположению 3 𝑔𝑖[𝑥, 𝑦0(𝑥)] <
0 ∀𝑥 ∈ Γ, 𝑖 = 1, … , 𝑞. Поэтому в соответствии с включением из (2.5) 

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜇𝑖(𝑑𝑥) ⊂ 𝑖𝑛𝑡 Ω ∀𝑖 = 1, … , 𝑞. 
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